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1. Introduction

Les matériaux viscoélastiques présentent un grand intérét pour les applications dans
I'industrie automobile et aérospatiale en raison de leur haut niveau de dissipation
d’énergie, ce qui conduit a une réduction directe des vibrations structurelles et du
bruit. Pour cette raison, il existe un intérét pour la fabrication de structures com-
posites comprenant des matériaux viscoélastiques. 11 est donc nécessaire de disposer
d’un outil numérique capable de prédire, avec précision, la réponse mécanique de la
structure, tout en gardant l’effort de calcul au minimum.

Dans cet article, une implémentation MEF de Sublaminate Generalized Unified For-
mulation [I] est proposée pour I’approche aux déplacements ainsi que pour I’approche
mixte (basée sur le Reissner Mixed Variational Theorem). L’approche a cinématique
variable permet d’adapter la complexité du modele au niveau de précision et au cout
de calcul souhaité. L’extension Sublaminate de GUF, également appelée approche
mixte ESL/LW (couche équivalente/couches discrétes), permet de réduire la taille du
probleme en regroupant plusieurs plis en une seule couche numérique et en choisissant
une cinématique différente pour chacune d’entres elles. De cette maniere, I’on donne
la possibilité d’exploiter une cinématique plus riche uniquement lorsqu’un état de
contrainte tridimensionnel se produit réellement. Cette approche est particulierement
utile pour les panneaux sandwich, pour lesquels différents modeles peuvent étre uti-
lisés pour le noyau épais et les peaux minces. Un élément de plaque amélioré a 4
neeuds a été mis en ceuvre afin de surmonter le phénomene de verrouillage de cisaille-
ment pour les plaques minces et de réduire le taux de perte de convergence pour le
maillage déformé [2].

Plusieurs tests numériques ont été réalisés afin de valider le modele. Initialement,
I’ame viscoélastique de la structure sandwich est représentée par un module com-
plexe constant. La nature complexe de la matrice de rigidité a également permis
d’éclairer la fiabilité de la méthode de résolution Modal Strain Energy (MSE). Cette
méthode permet d’estimer le facteur de perte modale en négligeant les formes de
mode imaginaires. Par contre, dans la méthode directe, le facteur de perte modale est
directement calculé & partir du rapport entre la partie imaginaire et réelle de la valeur
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propre. Il a été prouvé que pour des facteurs de perte modérés, les différences entre
les méthodes MSE et Direct sont négligeables. Par la suite, 'analyse viscoélastique a
été étendue aux matériaux dont le comportement dépend de la fréquence. Le module
de cisaillement peut étre représenté par des modeles généralisés de Maxwell ou de
dérivation fractionnaire. Les résultats obtenus en [3] [4] ont été utilisés pour prouver
la robustesse et l'efficacité de I'outil numérique proposé.

2. Principes variationnels

Dans cet article les équations seront dérivées en se référant au principe des déplacements
virtuels (PVD) ainsi que la formulation mixte RMVT. Dans le premier, le champ de
déplacement est postulé de fagcon axiomatique le long de la direction z de la plaque.
L’approche mixte RMVT permet de postuler le champ de contraintes transverses de
la méme facon que le champ de déplacement. Il en résulte un champ de contraintes
transverses qui rempli la C2-condition.

2.1. Déplacement Virtuel (PVD)

Les équations d’équilibre en forme variationnelle peuvent étre écrites comme suit :
/ SeSpolly 4 defiols AV = / Suit; dQ (Eq. 1)
s Q

dont V' dénote le volume de la plaque, les index grecs a, 3 € {1,2} représentent
les directions dans le plan seulement et I'index latin ¢ € {1,2,3} inclut la direction
transversale z. L’indice supérieure G indique que les déformations sont calculées &
partir des relations géométriques déformation-déplacement et 'indice H signifie que
les contraintes sont calculées via la loi de Hooke. Scindant les contributions dans
le plan (b), et hors plan due & la composante normale (n) et aux composantes de
cisaillement (s)

T T

€, = [61 €2 66] H €p = €3; €5 — [64 65]
T o T (Eq. 2)

oy = [01 o2 06] ;0 On =03, o0g= [04 05]

et en exploitant la loi de comportement, on obtient I’expression suivante du travail
interne :

OWint =/ 5ebGTafI + 5efTUf + 6eSGTaf dv =
4

T ~ T ~ T ~ T ~ T ~
:/ 6ebG CbbebG +5ebG Cbnef + (565 Cnbebc +5e§ Cnnef —I—(SGSG CSSESG dv
v
(Eq. 3)
ou l'indice supérieure T' indique 'opérateur de transposition.

2.2. Reissner Mixed Variational Theorem (RMVT)

Le principe mixte RMVT permet de formuler a priori de maniére indépendante le
champ cinématique et les contraintes transverses o3, qui peuvent ainsi satisfaire aux
conditions de continuité interlaminaire. Elles jouent donc le réle de multiplicateurs
de Lagrange afin de vérifier la compatibilité des déformations transverses :

/ 562[3055 + 0e550u3 + 003 (eg — eg) dV = / dust; dQQ (Eq. 4)
v Q
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L’indice C indique que les contraintes planes 035 et les déformations transverses €5
sont obtenues par la loi de Hooke dans sa forme mixte [I]. Cela permet d’obtenir
I’expression du travail interne pour la formulation mixte :

Wint = / (5ebGTa'bc + 5egTo'n + 5€§T0'5 + 50'3: (e,cf — eg) + 50'ST (GSG — esc) dVv =
v

= / 5ebGTCbbebG + 5ebGTC’bn0'n + 5efTan + 5e§T0'S+
\%
50’;{65 — 60'50,11,61? — 60'207”10'” + Ja'sTef - 50’305305 dv
(Eq. 5)

3. Approche a cinématique variable & approximation EF

La distribution des variables de la formulation en direction de 1’épaisseur est postulée
de facon axiomatique comme suit :

U (arz) = ) Foy (21) Uay, () (Eq. 6)

ou U € {ui,s:}, k indique la couche numérique et oy varie entre 0 (distribution
de la variable constante) et Ny ordre d’expansion de la variable U dans la couche
numérique k. Plus de détails au sujet des fonctions d’interpolation F,,, en direction
de I'épaisseur et sur les modalités d’assemblage des couches numériques sont fourni
en [I] et ne seront pas détaillés.

Un élément linaire & 4 nceuds a été utilisé pour interpoler les variables dans le plan
a laide de fonctions de forme isoparametriques. Afin de corriger la pathologie du
verrouillage en cisaillement transverse, une interpolation spécifique QC4 est utilisée
pour les contributions constantes en z des déformations 7,.. Il a été montré que cette
approximation EF permet ainsi de réduire la sensibilité a la distorsion du maillage

2.
3.1. Probléme complexe aux valeurs propres

Une fois les matrices EF calculées, le probléeme aux valeur propres s’écrit :
(K-w’M)X =0 (Eq. 7)
L’ame de la structure est caractérisée par un module de Young complexe et constant :

E. = Eo (1 +in.) (Eq. 8)

La nature viscoélastique de ’ame meéne a une matrice de raideur complexe. Le systeme
Eq. 7| peut donc étre résolu en utilisant un solver complexe (Direct Method) ou en
n’utilisant que la partie réelle de la matrice de raideur (MSE). Les différences entre
les deux méthodes seront analysées dans la section suivante.

4. Résultats

Une analyse linaire de vibration libre a été exploitée pour valider le code MEF basé
sur 'approche a cinematique variable SGUF. La structure sandwich se compose de
trois plis, deux peaux élastiques et une ame viscoélastique. Les propriétés élastiques
des peaux sont les suivantes : Ey = 69 GPa; vy = 0.3, p; = 2766 kg/m?; celles de
I'ame viscoélastique : Eo = 1.794 MPa; v. = 0.3, p. = 968.1 kg/m>. La longueur de
la plaque est L = 177.8 mm et sa largeur | = 12.7 mm. L’épaisseur des peaux est
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égal & H = 1.524 mm et pour ’dme h = 0.127 mm. Trois couches numériques ont
été exploitées pour représenter le sandwich, ou le modele FSDT est utilisé pour les
2 peaux ainsi que pour le cceur. On considére 2 configurations : le cas simplement
appuyé aux extrémités droite et gauche et le cas encastré a ’extrémité gauche. Enfin,
un maillage avec 56x4 éléments a été utilisé.

Tab. 1.: Valeur propres et facteurs de pertes pour deuzx facteurs de perte et conditions
auzx limites SFSF et CFFF

SFSF CFFF
MSE Direct Reference [3] MSE Direct Reference [3]

ne  wHe]  n/ne  wHz]  n/ne  wHz  n/ne wHz]  n/ne  w[Hz]  n/n.  wHz /e
0.1 14850 0.3505 14858 0.3500  148.51 0.3502 643 0282 643 0281 641 0.281
489.32  0.1953  489.38 0.1952 48847 0.1958 2078 0242 297.9 0241 2967 0.242
1039.24 0.1063 1039.28 0.1063 1034.69 0.1071 7485 0.153 7486 0.153 7445 0.154
1809.49 0.0644 1809.51 0.0644 1795.13 0.0653 1406.6  0.088 1406.7 0.088 1395.7 0.089
10 14850 0.3505 15622 0.3050  154.42 0.3052 643 0282 680 0202  67.5 0.202
489.32  0.1953  495.17 0.1913 49206 0.1918 297.8 0242 3060 0217 3031 0218
1039.24  0.1063 1042.66 0.1058 1036.63 0.1065 7485 0.153  755.6 0.149  749.4 0.150
1809.49 0.0644 1811.61 0.0643 1796.30 0.0651 1406.6  0.088 14106 0.087 1398.3 0.088

(I
I

Fig. 1.: Premiers 4 modes de flexion de la structure sandwich avec un facteur de perte
Ne €gal & 0.1 et conditions aux limites CF. La distribution du déplacement u, le long
de la direction longitudinale est ainsi représentée.

Tab. [1] montre comme pour un coeur avec 1. = 0.1 les différences entre la méthode
MSE et la méthode Direct sont négligeables. Dés que le facteur de perte augmente,
les différences deviennent significatives et les deux méthodes ne peuvent plus étre
utilisées indifféremment. Les considérations formulées ci-dessus ne dépendent pas des
conditions aux limites appliquées a la structure comme ’on peut voir en comparant
les résultats pour les deux configurations étudiées.

Références

[1] M. D’Ottavio < A Sublaminate Generalized Unified Formulation for the analysis
of composite structures >, Vol. 142, pp. 187-199, 2016, ISSN 0263-8223.

[2] T. H. C. Le, M. D’Ottavio, P. Vidal, O. Polit < A new robust quadrilateral four-
node variable kinematics plate element for composite structures >, Vol. 133,
pp. 10-24, 2017, ISSN 0168-874X.

[3] M. Bilasse, L. Azrar, E. M. Daya < Complex modes based numerical analysis
of viscoelastic sandwich plates vibrations >, Vol. 89, pp. 539-555, 2011, ISSN
0045-7949.

[4] A. L. Aragjo, V. S. Carvalho, C. M. M. Soares, J. Belinha, A. J. M. Ferreira
< Vibration analysis of laminated soft core sandwich plates with piezoelectric
sensors and actuators >, Vol. 151, pp. 91-98, 2016, ISSN 0263-8223.




	Introduction
	Principes variationnels
	Déplacement Virtuel (PVD)
	Reissner Mixed Variational Theorem (RMVT)

	Approche à cinématique variable & approximation EF 
	Problème complexe aux valeurs propres

	Résultats

